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引言
众所周知，在数学中一旦涉及到 “无限”，就会出现各种看似反直觉的现象，比如 1 − 0.99999… 是

什么？这个问题用无限不循环小数的符号体系很难回答，因为你无法解释 “无限个零的尾端有一个一” 

这件事中为什么无限个零还会有尾端。但学习了 𝜀 − 𝛿 语言（epsilon-delta 语言）后建立了实数集

的概念和体系，我们可以精确地描述它。

另一个例子是开集和闭集，为什么 (0, 1) ⊂ [0, 1]，右边的比左边的多两个元素（(0, 1) ∪ {0, 1} = [0, 1]），
但左边的被叫做开集右边的被叫做闭集？这实际上就是 “无限趋近于边界” 时各种奇怪行为的体现，

比如开集的所有元素都有一个不为零的邻域，而闭集在边界上的元素没有。“开闭之争” 是拓扑学的基

础，这里不再赘述。

𝜀 − 𝛿 语言是一种工具，用于形式化地描述分析学中与 “无限”（无穷大，无穷小，无限接近） 相关

场景中的各种行为。

这套语言并不是唯一的方式，如一类使用超实数体系的非标分析也可以达到同样的效果（详见莱布尼

兹原理），所以真正重要的是 “形式化”，也即用形式语言严格地、去掉模糊空间地、不多不少地描述

一类事情。
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首次接触 epsilon-delta 语言

一类简单的收敛行为
这类行为基本是 “随着 x 增大，f(x) 逐渐接近于 A”。有的函数单调地趋近（如 图 1），有的则在

趋近过程中来回震荡（如 图 2）。我们要在形式话描述这种行为的过程中引出 𝜀 − 𝛿 语言。
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图 1 简单的收敛
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图 2 震荡收敛
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精确描述
或者说，把一句自然语言逐渐变成完全的形式化表达。

描述“接近”

起点是一句自然语言————

随着 𝑥 增大，𝑓(𝑥) 逐渐无限接近于常数 𝐴。

“接近”首先是一个距离概念，因此直觉上可以这么改：

随着 𝑥 增大，|𝑓(𝑥) − 𝐴| 逐渐无限变小。

但这个说法只能覆盖 图 1 的行为，它描述了一种 |𝑓(𝑥) − 𝐴| 平滑降低的过程，跟 图 2 这种数值震

荡的行为对不上（况且很多随 x 增大而收敛的函数比 图 2 震荡多了）。

这说明这一版改的太过了，实际上我们之所以能明确看出 图 2 也收敛，是因为虽然 𝑓(𝑥) 随着 𝑥 的

增大一直在 𝐴 周围震荡，但震荡的幅度是在逐渐减少的。因此我们实际上是想表达：

随着 𝑥 增大，|𝑓(𝑥) − 𝐴| 的数值范围逐渐无限变小。

描述“数值范围”

当定义域为 𝑥 ∈ [0, ∞) 时，|𝑓(𝑥) − 𝐴| 的数值范围，也就是它的上下界，其实是固定的。

那么为什么我们直觉上认为在 𝑥 增大时会有一个随之变小的数值范围呢？实际上我们本能上把定义

域 [0, ∞) 看成了 [0,𝑥] 和 [𝑥, ∞) 两部分，而我们认为那个随 𝑥 增大一直在缩小的数值范围实际

上是把定义域看成 𝑥 ∈ [𝑥, ∞) 时的数值范围。

因此下一步的改进是：

随着 𝑥 增大，sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）逐渐无限变小。（当然 inf{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）
是恒为 0 的）

补充： 实际上对于 𝑥 = 1, 2, 3, 4, …，有 [1, ∞) ⊃ [2, ∞) ⊃ [3, ∞) ⊃ [4, ∞) ⊃ …，也就是说随着 𝑥 

增大，我们本能地关注的那个定义域 [𝑥, ∞) 在不断 “缩小”，在此过程中，|𝑓(𝑥) − 𝐴| 的下界固定

为 0，而上界天然单调不减。

描述“无限变小”

所谓无限变小，就是不能变小到一定程度就不变小了。用形式语言描述就是不存在 𝜀 > 0 使得不管 𝑥 

多大 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）都大于 𝜀。换句话说就是对于任意 𝜀 > 0 都至少存在一个 𝑥 使

得 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）小于 𝜀（基于上节补充内容，此时对所有 𝑦 > 𝑥 也有 sup{|𝑓(𝑦) −
𝐴|}（𝑦 ∈ [𝑦, ∞)））

因此可以进一步改成：

随着 𝑥 增大，sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）逐渐小于任意 𝜀 > 0
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描述“随着……逐渐……”

“随着……逐渐……” 是一个过于细节的视角，是把 𝑥 从 0 到 ∞ 一点一点看过去的。基于上上节的补充

内容，sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）是单调不减的，虽然我们能保证它最终可以小于任意 𝜀 > 0，但

完全可能出现把 𝑥 增大了很多之后 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）才迟迟变小一点的情况。故而可以 

“跳步”，只关注那些实质性让 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）变小的 𝑥。

进一步地，甚至也不需要关心那些能让 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）变小的 𝑥，因为它们并不是独一

无二的（还记得上一节中括号内的那一句此时对所有 𝑦 > 𝑥 也有 sup{|𝑓(𝑦) − 𝐴|}（𝑦 ∈ [𝑦, ∞)）吗？），

它们只需要存在即可，而 “随着 𝑥 增大，sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）逐渐小于任意 𝜀 > 0” 本身

就确保了它们存在，真正值得关心的就只有 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|}（𝑥 ∈ [𝑥, ∞) 的变小。

所以有了一个等效于标准答案的版本：

对任意 𝜀 > 0，都存在 𝑥，使得 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|} < 𝜀（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)）

所以，标准答案是？

除了把任意换成 ∀，把存在换成 ∃，还得把 sup{|𝑓(𝑥) − 𝐴|} < 𝜀（𝑥 ∈ [𝑥, ∞)） 换成 ∀𝑥 > 𝑥，|𝑓(𝑥) −
𝐴| < 𝜀，最后的标准版写成这样：

∀𝜀 > 0, ∃𝑥,  ∀𝑥 > 𝑥,  |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀.

Cauchy 对收敛的描述方式

描述无穷大

描述函数的不连续之处

扩展题：复函数的收敛
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