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泛函导论 Erwin
之前读那个线性代数应该这样学也是强调有限维的比较重要。

2.4
粗略看了一下，这章应该是要刷新我的世界观，之前的都太无聊了。

2.4-1 翻译似乎有问题？原定理的表述是存在一个固定的 𝑐，它只依赖 {𝑥1, …,𝑥𝑛}。这时候还得上 AI，

经过一通提问，这里的阅读顺序应该先上 2.4-4，顺便回顾一下 § 1.3 的拓扑概念。另外还需要补

充一个 𝓁︀1 范数，也即对一组 base {𝑥}𝑛 来说，表示一个向量要用 ∑1≤𝑖≤𝑛 𝛼𝑖𝑥𝑖，那么这个向量在这

个 base 下的坐标表示就是 (𝛼1, …,𝛼𝑛)，同时它的 𝓁︀1 范数就是 ∑𝑖|𝛼𝑖|
补充完 𝓁︀1 范数之后应该立即看 2.4-4，首先不难发现 (2.4.3) 的变体是 1

𝑏 ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑥‖0 ≤ 1
𝑎‖𝑥‖，这

个是对称性，传递性也很好验证，自反性更不必说，所以确实是个等价关系。

在我的理解，如果几何学是研究变化中的不变性质，那么拓扑可以理解为几何学的几何学，更关心它

定义的质变而非量变。实际上 § 1.3 提到的 𝑇1∼3 是拓扑空间的其中一种定义，它们从度量空间中

开集的性质抽象而来，脱离了度量推广开集的概念，所以这三条称之为开集公理，实际上还有闭集公

理、邻域系统公理等，它们也可以描述同一个拓扑空间（这几个公理定义的集族是可以互推的）。所以

开集公理是为了在拓扑学中脱离度量来描述临近、连续性等概念而准备的语言，我们在这里实际上并

不需要关心拓扑学和开集公理，只需要关心空间中等价范数描述的开集族是否全等即可。

现在该回到 2.4-1 了，首先很明显它在说有限维空间中所有范数都和 𝓁︀1 范数等价，不论取哪个范

数，导出的拓扑空间都相同。（证明见 2.4-5）剩下的重要内容就是 2.4-1 的证明和 2.4-2 了。

可以试试在 2.4-1 的证明中把 base 换成无限大的线性无关组，虽然不严谨。

习题

1. 𝑙2 is what, unknown. 第一个是炒冷饭吗哈哈，不全为零的序列。

2. 没学过惭愧。ai 做出来都是 1。

3. 提过了。

4. 题意是证明开球仍然是开球即可。（闭转开相当于开转闭，与开球仍是开球矛盾）考虑 

𝑎‖𝑥− 𝑦‖0 ≤ ‖𝑥− 𝑦‖ ≤ 𝑏‖𝑥− 𝑦‖0 这个等价范数导出的两种度量，对于 ‖⋅‖ 中的开球 𝑥 = ‖𝑥−
𝑦‖ < 𝑟 来说，它与 ‖⋅‖0 中的两个开球 𝑎 = 𝑎‖𝑥− 𝑦‖0 < 𝑟 和 𝑏 = 𝑏‖𝑥− 𝑦‖0 < 𝑟 的关系是 𝑏 ⊆
𝑥 ⊆ 𝑎，实际上只要取 𝑐 = 𝑎+𝑏

2  即可知开球 𝑐 = ‖𝑥− 𝑦‖0 < 𝑟
𝑐
 就是 𝑥。

上面那个糊出来的思路过于理想化了，实际上等价范数的概念那么粗略，不可能从这个思路出发

的，最后去问了 ai。标准的证法是一个范数下的开球是它等价范数下的开集。考虑我们的两个工

具（任意开集都可以表达为开球的并，还有开集公理中的任意多个开集的并仍是开集），逻辑链是：

在 ‖⋅‖ 下的每个开集，也就是一堆开球的并，在 ‖⋅‖ 的等价范数下就是一堆开集的并，也就是说

开集仍然是开集。然后考虑上段划掉的内容中唯一有价值的东西 “如果存在范数 ‖⋅‖ 中的开集 𝑥 

在等价范数下为闭集的情况，说明 𝑥 的补集（是个闭集）在等价范数下为开集，与我们之前推出

的开集仍是开集矛盾” 即可。

嗯，那么回到 “开球->开集“的证明，对于 ‖⋅‖ 中的开球 𝑥 = ‖𝑝 − 𝑥‖ < 𝑟，对于 ∀𝑥 ∈ 𝑥，需要证

明在 ‖⋅‖0 下存在开球 𝑦 = ‖𝑥− 𝑦‖0 < 𝜀 满足 𝑦 ⊆ 𝑥。
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目标是对任意 𝑥 ∈ 𝑥 构造 𝜀 使得任意 𝑦 ∈ 𝑦 都满足 ‖𝑝 − 𝑦‖ < 𝑟，考虑等价范数的公式 ‖𝑝 − 𝑦‖ ≤
𝑏‖𝑝 − 𝑦‖0，一个自然的想法就是将目标换成 𝑏‖𝑝 − 𝑦‖0 < 𝑟，根据度量的三角不等式有 ‖𝑝 − 𝑦‖0 ≤
‖𝑝 − 𝑥‖0 + ‖𝑥− 𝑦‖ < ‖𝑝 − 𝑥‖0 + 𝜀，所以只要令 𝜀 = 𝑟/𝑏 − ‖𝑝 − 𝑥‖0 即可。（这个证明是错的，因

为无法保证 𝜀 > 0）

嘛正确的证法读起来还挺简单的但我想不到，因为我证明的时候是纯不等式，脑子里没有几何。

虽然直觉上想到了几何意义但没有去深思。

不继续写了，下次再做剩下的题。
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